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ABSTRACT.

The objective of this work is to study the nonlinear frequency mixing that occurs when a
bubbly liquid is excited by ultrasonic waves of finite amplitude in a spherical cavity. We have
developed a three-dimensional numerical tool to solve the nonlinear differential system that
couples the bubble volume variation and the acoustic field. The model allows us to observe high
amplitudes of harmonics and difference frequency. The authors acknowledge the support of the
Ministry of Economy and Competitiveness of Spain (DP12012-34613, BES-2013-064399).

RESUMEN.

El objetivo de este trabajo es estudiar la mezcla no lineal de frecuencias que tiene lugar
cuando un liguido con burbujas es excitado por ondas ultrasénicas de amplitud finita en una
cavidad esférica. Para ello hemos desarrollado una herramienta numérica tridimensional que
nos permite resolver el sistema diferencial no lineal que acopla la variaciéon de volumen de las
burbujas y el campo acustico. El modelo permite observar grandes amplitudes en armonicos y
frecuencia diferencia. Los autores agradecen el apoyo del Ministerio de Economia y
Competitividad de Espafia (DP12012-34613, BES-2013-064399).

1. INTRODUCCION

Los liquidos con burbujas son medios muy interesantes ya que una pequefia cantidad
de burbujas cambia las propiedades acusticas del liquido como son no linealidad, dispersion o
atenuacion [1-3]. La no linealidad es responsable de la generacion de armonicos y de la mezcla
de frecuencias que tienen lugar cuando ultrasonidos de alta amplitud viajan a través de liquidos
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con burbujas. La generacién de armonicos tiene varias aplicaciones en campos como la imagen
médica [4]. La mezcla de frecuencias es (til en aplicaciones industriales tales como la deteccion
y la caracterizacion de burbujas [5-7] o en comunicaciones subacuéaticas [8,9] debido a su baja
atenuacion y su alta direccionalidad.

Varios estudios tedricos y experimentales han sido llevados a cabo acerca de la
generacion de arménicos y la mezcla de frecuencias en liquidos con burbujas. Zabolotskaya y
Soluyan [10] presentan un estudio tedrico sobre los armonicos y la combinacion de frecuencias.
Vanhille y Campos-Pozuelo estudian numéricamente en una y varias dimensiones la generacion
de armonicos [11-13]. La frecuencia diferencia es investigada tedrica y experimentalmente en un
liquido que contiene burbujas de diferentes tamafios por Kovelev y Sutin [14]. Druzhinin et al. [15]
estudian analitica y numéricamente la generacion de la frecuencia diferencia a través de una
capa de burbujas resonante. Ma et al. [16] analizan la generacion de la frecuencia diferencia a
partir de micro-burbujas teérica y experimentalmente. Vanhille et al. [17-19] estudian
numeéricamente la frecuencia diferencia en varias configuraciones en una y varias dimensiones.

Debido a las interesantes propiedades que la frecuencia diferencia tiene, la existencia de
pocos modelos multidimensionales que estudien este fenémeno, la dificultad de tomar medidas
experimentales y la necesidad de disefiar sonorreactores mas eficientes como Tudela et al.
sugieren [20], resulta necesario desarrollar herramientas numéricas que permitan progresar en
la comprensién de este fendbmeno.

En este trabajo desarrollamos una herramienta numérica que nos permite simular la
generacion de arménicos y la frecuencia diferencia en una cavidad esférica tridimensional. Se
usan métodos numéricos (volumenes finitos y diferencias finitas) [21-23] para resolver el sistema
diferencial formado por la ecuacién de onda y una ecuacién de Rayleigh-Plesset [1-3]. Este
sistema no lineal de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales representa el acoplamiento
entre la presion acustica y las vibraciones de las burbujas.

El propésito de este articulo es estudiar la generacion de armoénicos y frecuencia
diferencia en un resonador esférico con simetria axial. Se estructura de la manera siguiente.
Presentamos el problema fisico y matematico considerado en la Seccién 2.1 y el modelo
numérico desarrollado en la Seccion 2.2. En la Seccion 3 se muestran algunos resultados
obtenidos con dos tipos de fuentes de excitacién, una frecuencia (Seccién 3.1) y dos frecuencias
(Seccion 3.2).

2. MODELO

2.1. Problema Fisico-Matematico

Se considera una cavidad esférica llena de una mezcla de agua y burbujas de aire. Se
supone que las burbujas son iguales, esféricas y tienen una densidad constante en el liquido. Se
asume simetria en torno al eje z en el espacio tridimensional (X,y,z) que nos permite reducir el

problema tridimensional a uno bidimensional en coordenadas cilindricas (r,z) . Consideramos
una cavidad de radio R. La interaccién mutua entre la presion acustica p(r,z,t) y la variacion de
volumen v(r,z,t) = V(r,z,t) - v,, experimentada por las burbujas con respecto a su volumen
inicial v,, = 4/3 nRjg , viene descrita mediante la ecuacion de ondas Ec. (1) y una ecuacion de

Rayleigh-Plesset, Ec. (2) en coordenadas cilindricas:
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donde el subindice t indica la derivacion respecto al tiempo y V? es el Laplaciano. En la Ec. (1)

Co Y Py SON la velocidad del sonido y la densidad para el liquido respectivamente en el estado
de equilibrio. N, es la densidad de burbujas constante en todo la cavidad. En la Ec. (2)

3 =4y, /(@OgRgg) es el coeficiente de viscosidad del medio, donde Vv, es la viscosidad cinematica

del liquido, w,, = JSygpog /po,Rgg es la frecuencia de resonancia de las burbujas, donde v, es

la razén de los coeficientes especificos del gas, p,, :pogcgg Iy, es la presion atmosférica del
gas, pyy Y Co, SON densidad y velocidad del sonido en el gas respectivamente en el estado de
equilibrio. Los coeficientes n=4nR, /p, , a=(y, +1)co§g /(ZVOQ) y b=1/(6v,) son
constantes. El experimento dura un tiempo total T,.Se supone que se parte de un estado de
reposo al inicio del experimento:

p(r,z,0) =0, v(r,z,0) =0, p,(r,z,0) =0, v,(r,z,0) = 0,

0<r<R, R-vR?*—r? <z<R++RZ 12, 3)

Usamos la condicion de simetria axial para pasar de un sistema tridimensional a uno
bidimensional, donde el subindice r indica la derivacién con respecto a la coordenada r:

p,(0,zt)=0,0<z<2R, 0<t<T,. 4)

Se considera que la fuente f(t) estd situada en la parte superior de la cavidad (Fig.1) e
imponemos paredes rigidas en el resto del contorno de la cavidad:

p(r.z=R-+R*—r?,t)=f(t), 0<r<0.06R, 0<t<T, (5)
pr(r,R—\/Rz—rz,t):pr(r,R+\/R2—rz,t):O, 0<r<R,0<t<T,. (6)

2.2. Modelo Numérico

Hemos desarrollado un modelo numérico para resolver el sistema acoplado no lineal formado
por las Ecs. (1,2). El modelo se basa en el método de los volumenes finitos en las coordenadas
espaciales y en el método de las diferencias finitas en el dominio temporal. Para hacer estas
aproximaciones se divide el espacio total Rx2R en Nx2N voliumenes de control de tamafio

hxh. Se denota cada volumen espacial con los subindices (i,j) . Se integra cada una de las
ecuaciones en cada uno de los volimenes asumiendo una relacion lineal con los volimenes
adyacentes. Se divide el tiempo total T, en R -1 intervalos de duracién . Cada punto temporal

se denota con el subindice k. Tras este proceso de discretizacion se obtiene el siguiente sistema
de ecuaciones para cualquier volumen y cualquier tiempo (i, j,K) :
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donde A =(2i-1)/2 . Este sistema de ecuaciones discretizadas considerando las

particularidades en los extremos de la cavidad y en el eje de simetria permite obtener un sistema
determinado de ecuaciones algebraicas que se puede resolver en todos los puntos e instantes.
Asi se obtienen los valores de presién y variacidn de volumen en cada volumen de la geometria
y en cada punto de tiempo. Este desarrollo numérico estd basado en un trabajo previo
desarrollado en dos y tres dimensiones [18].

3. RESULTADOS.

Se consideran los siguientes datos para el liquido (agua), c, =1500m/s |,
Py =1000 kg/m?, v, =1.43x10° m* /s,y para el gas (aire), c,, =340 m/s, p, =1.29kg/m’,
Y, =1.4 . Se usan burbujas de radio R, =2.5%x10°m con una densidad de burbujas de
N, =5x10"'m™ . El radio de la cavidad esférica es R=0.00175m. Se toma N=120, por tanto
Nx 2N =120 x 240 volumenes de control.

3.1 Experimentos Con Una Frecuencia De Excitacién.

En este experimento se usa una fuente continua de presion f(t) = p, sin(wt) de amplitud p,
y frecuencia o = 2nf . Se toma f =387,3 kHz que es resonante para la cavidad esférica. Esta
frecuencia es calculada haciendo un barrido en frecuencia y tomando la frecuencia con mejor
respuesta. Para ello se usa como amplitud de la fuente p, =1Pa. La forma que tiene el modo
se muestra en la Figura 1. La velocidad del sonido para este medio y esta frecuencia resonante
es ¢ =1209,6 m/s[2]. El experimento dura T, =200T donde T =/f. El tiempo total de duracién
del experimento es tal que se alcanza el régimen estacionario. Se toman 400 intervalos
temporales por periodo.
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Figura 1: Representacion del plano que define la axi-simetria de la cavidad y forma del modo.

Las figuras 2a, 2b y 2c¢ muestran la amplitud de los tres primeros armonicos en el plano que
define la simetria obtenidos después de aplicar la Transformada Rapida de Fourier (FFT) cuando
la amplitud de la fuente es p, = 29kPa.

5 2
z(m) x10 z(m)

Figura 2: Distribucién de frecuencias. (a) Frecuencia fundamental. (b) 2°arménico. (c) 3°
armonico. (d) Frecuencia diferencia.

El maximo de amplitud para la frecuencia fundamental (Fig. 2a) es p, = 34,528 kPa (119 %
respecto a p, ) por tanto el resonador responde bien para esa frecuencia. Esto es muy

interesante para obtener resultados més notables. Las Figuras 2b y 2c muestran el segundo y el
tercer armonicos con la misma amplitud en la fuente con presiones méximas p,, = 9,368 kPa

(32% respecto a p, ) and p,, = 2,530 kPa (9% respecto a p, ), respectivamente. Las Figuras 3a

y 3b muestran el comportamiento de la presion maxima en el resonador para el segundo y el
tercer armonico como funcion de la amplitud de la fuente p, .
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Figura 3: (a) Presion maxima en el resonador del 2° armoénico como funcion de la amplitud de la
fuente. (b) Presion maxima en el resonador del 3° armoénico como funcién de la amplitud de la
fuente. (c) Presién maxima en el resonador de la frecuencia diferencia como funcion de la
amplitud de la fuente.

El segundo armonico se ajusta a
P, = —2,2815x10°pS +0,0002p; —0,0064p: +0,0903p? —0,115Ip, +0,0308 y el tercer
armonico se ajusta a p,, = 3,8537x10 °p; —0,0003p; +0,0103p; —0,0268p, +0,0081, donde las
amplitudes estan expresadas en kPa.

3.2. Experimentos Con Dos Frecuencias De Excitacién.

Se considera una fuente continua de presion f(t) = p, sin(w,t) + p, sin(w,t) de amplitud
p, Yy frecuencias o, =2xf, y o, = 2xf,. El tiempo total que dura el experimento es T, =400T,
donde T,=1/f, es el periodo de la frecuencia diferencia f, =f,—f, . Las frecuencias son
establecidas como f =500kHz y f, =887,3kHz para obtener una frecuencia diferencia

resonante para esa cavidad (Fig. 1). La Figura 2d muestra la amplitud de la frecuencia diferencia
en el plano que define la simetria obtenido tras aplicar la FFT, la amplitud de la fuente es en este
caso p, =18kPa . La presibn maxima de la frecuencia diferencia es p, =0,691kPa (4%

respecto a p, ). La amplitud maxima de la frecuencia diferencia es estudiada como una funcion
de la amplitud de la fuente p, como se muestra en la Figura 3c. Este comportamiento se ajusta
a un polinomio de grado 4:

p,, =-5,1808x10°p; +0,0003p; —0,0038p; +0,0354p, —0,0061, donde las amplitudes

estan expresadas en kPa.
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