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ABSTRACT

In this work, a computationally efficient numerical technique for the modeling and analysis of the
acoustical behaviour of dissipative silencers with transversal thermal gradients within the
absorbent material is presented. This technique is based on the combination of the finite
element method (FEM) with the mode matching technique in its numerical version. The silencer
is composed of a perforated central duct carrying mean flow, surrounded by an outer chamber
containing the dissipative fibre. The eigenvalues related to the cross section and their
associated eigenvectors are obtained by means of a 2D FE problem. The axial coupling of the
acoustic wave equation solutions is carried out with a low computational effort through the
continuity of the acoustic fields (pressure and axial velocity) based on the numerical mode
matching technique.

RESUMEN

En este trabajo, se presenta una técnica numérica computacionalmente eficiente para el
modelado y andlisis del comportamiento acustico de silenciadores disipativos con gradientes de
temperatura transversales en el material absorbente. Dicha técnica estd basada en la
combinacion del método de elementos finitos (MEF) con la técnica de ajuste modal en su
version numérica. El silenciador esta formado por un conducto perforado central que canaliza el
flujo medio, rodeado de una camara exterior que contiene la fibra fonoabsorbente. Mediante el
MEF se obtienen los autovalores y autovectores asociados a la seccién transversal (problema
2D). El acoplamiento axial de las soluciones de la ecuacidon de ondas en los diferentes
conductos se lleva a cabo con un bajo coste computacional mediante las ecuaciones de
continuidad de los campos acusticos (presion y velocidad axial) en base a la técnica de ajuste
modal numeérico.
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1. INTRODUCCION

Los silenciadores disipativos han sido ampliamente utilizados en el campo de la automocién
debido a su gran eficiencia en el rango de medias-altas frecuencias. Una revisién
bibliografica de los articulos publicados en los Ultimos afios muestra el auge de las técnicas
multidimensionales [1-7] frente a las unidimensionales, debido a su mayor precision en el
rango de frecuencias de funcionamiento del silenciador. De entre las técnicas
multidimensionales cabe destacar el método de los elementos finitos (MEF), ya que presenta
un gran versatilidad cuando la geometria del silenciador es compleja [4, 5], cuando se
consideran condiciones de funcionamiento mas realistas, como la presencia de flujo medio y
propiedades heterogéneas del material absorbente [8, 9] asi como variaciones de
temperatura [10]. No obstante, estas técnicas numéricas presentan la desventaja de ser
computacionalmente costosas cuando el niumero de grados de libertad considerado es
elevado. Para evitar este problema en silenciadores con seccién transversal arbitraria pero
axialmente uniforme, Kirby [4, 6] obtuvo los nimeros de onda asociados a la seccion
transversal del silenciador y los modos de presion correspondientes utilizando un modelo de
EF 2D. Esta solucién del problema de autovalores se comhiné con el método de colocacion
puntual [4] y, en un trabajo posterior, con la técnica de ajuste modal [6] para obtener las
amplitudes de presién correspondientes a las distintas regiones del silenciador, considerando
la condicién de continuidad de los campos de presion y velocidad acUstica axial en los
cambios geométricos. Aunque estos enfoques traen consigo una considerable reduccion del
coste computacional, se han de tener en cuenta algunas cuestiones numéricas, como las que
aparecen en la literatura [4, 11, 12] asociadas al método de colocacién puntual, donde las
predicciones son muy sensibles a la geometria del silenciador, asi como a la malla de puntos
de colocacion utilizada.

Las variaciones de temperatura en el interior del silenciador pueden alcanzar, en algunas
configuraciones, valores de alrededor de 200°C en direccion axial [13] y de m&s de 100°C en
direccion radial [14]. La distribucién de temperatura puede afectar considerablemente al
comportamiento acustico del silenciador. Varios autores han estudiado como influyen dichos
gradientes en la atenuacién acustica del silenciador. Kim et al. [15] aplicaron un enfoque
analitico multidimensional a algunas configuraciones de tipo reactivo considerando variacion
axial de temperatura y flujo medio. En este trabajo, para modelar al efecto acustico de la
temperatura, se dividié el silenciador en segmentos de temperatura uniforme, obteniendo los
campos acuUsticos en cada segmento mediante las correspondientes condiciones de
continuidad. Wang et al. [16] combinaron un procedimiento de segmentaciéon con el método
de los elementos de contorno (MEC) considerando flujo uniforme y gradientes de
temperatura axiales lineales. Denia et al. [10] consideraron tanto gradientes axiales como
radiales en una configuracion de tipo disipativo en presencia de flujo medio. Como se
demostré en este trabajo, el impacto de los gradientes axiales en el comportamiento acustico
de los silenciadores disipativos no es tan relevante como el de los radiales; este es el motivo
por el cual en la presente investigacion (nicamente se consideran gradientes radiales
mientras que axialmente se asume una temperatura uniforme, tanto en el conducto central
como en la camara disipativa, siendo su valor el promedio de las temperaturas en las
secciones de entrada y salida. Debido a que los gradientes térmicos transversales presentan
una gran influencia en la atenuacion acustica del silenciador [10], en este trabajo se han
tenido en cuenta siguiendo un enfoque que permite la consideracion de propiedades
variables en la seccién transversal del silenciador. Ya que los gradientes térmicos afectan a
las propiedades acuUsticas del medio de propagacion [10, 17-19], y consecuentemente a la
impedancia acustica de la superficie perforada [20-23], las técnicas utilizadas para
caracterizar silenciadores disipativos en general han sido numéricas, debido a la complejidad
de los calculos requeridos. Este hecho supone un elevado coste computacional, y con el fin
de evitar esta desventaja, en este trabajo se presenta una extension del enfoque propuesto
por Kirby [6] aplicado a silenciadores con propiedades variables en la seccion transversal. Se
combina un problema acustico en 2D modelado con el MEF con la técnica de ajuste modal,
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permitiendo la caracterizacion acustica de silenciadores con seccién transversal arbitraria, e
incluyendo tanto gradientes térmicos transversales como flujo medio. Este método ha
resultado ser una herramienta de modelado computacionalmente eficiente.

2. FORMULACION DEL PROBLEMA ACUSTICO Y ENFOQUE MATEMATICO
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Figura 1 — Geometria del silenciador.

La geometria de la configuraciébn bajo estudio (con seccidn transversal arbitraria pero
uniforme axialmente) se muestra en la Figura 1. El silenciador est4 formado por un conducto
central que canaliza el flujo medio, rodeado de una camara exterior (de longitud L.) que
contiene material absorbente. En la camara la temperatura presenta variaciones
transversales, mientras que se asume que es axialmente uniforme, con un valor constante
calculado como el promedo entre las temperaturas en las secciones de entrada y salida. El
material absorbente y la region de aire se denotan como €, y Q,, respectivamente, mientras
que las superficies de contorno son I'y, y I'a. En el interior de la superficie perforada I’y el
medio de propagacion es aire, siendo sus propiedades mas relevantes la densidad py y la
velocidad del sonido Co. En Q, las propiedades del material absorbente se denotan como
(X, Y) ¥ cm(X, ¥), ambas complejas y dependientes tanto de la frecuencia como de las
coordenadas en la seccion transversal. Los tubos de entrada y salida son iguales y presentan
una seccion transversal uniforme (denotados como 1y 3 respectivamente).

En primer lugar, se requiere el calculo de los autovalores (numeros de onda) y los
autovectores (modos de presion) correspondientes a cada seccion (conductos de
entrada/salida y camara) [4, 6]. Ya que la evaluacion de los autovalores y autovectores
asociados a los conductos de entrada/salida es directa [1], Unicamente se presenta el
problema de autovalores asociado a la camara. Posteriormente, se combinan las condiciones
de continuidad de presion y velocidad acuUstica axial con un ajuste modal numérico para
obtener la solucién completa del campo acustico en el interior del silenciador y su
comportamiento acustico mediante la pérdida de transmision [6].

2.1. Ecuaciones acusticas

La propagacion del sonido en el aire, asumiendo comportamiento armonico, se rige por [1, 4]
azpaz+%+(1—M2)62&—2ij apaz+k2p =0 (1)
oxt oy’ oz? s S
siendo P4, la amplitud compleja de la presién actstica y ko = @ / ¢y el nimero de onda (donde
w es la frecuencia angular). La ecuacion en el material absorbente se puede escribir como [9]

V[inm]+iki B, =0 )
Pm Pm
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siendo pp, la amplitud de presion acustica y K, = @ / ¢, el nimero de onda asociado al
material absorbente.

La secciodn transversal es uniforme y, por tanto, aplicando el método de separacion de variables
se obtiene

P, (% Y,z) =Y (x y)e
(X, y) = {‘I’% xy), (x,V)eQ, -
Yo (xy), (xy)eQ,

donde W es el modo de presion transversal y k, es el nimero de onda axial. Ahora, la
combinacion de las ecuaciones (3) con (1) y (2) proporciona

VA + (K - 2Mkok, —(1-M?)k? ) w2 =0

4
v( ! vw} (k2 =k )Wy =0 @
P P

donde el subindice 2 en el aire se ha omitido por simplicidad de las ecuaciones.
2.2. Enfoque segun el MEF y problema de autovalores

En la seccién transversal del silenciador, la presion aclstica se puede aproximar mediante
funciones de prueba como sigue [24]

Nﬁ
YY) =2 NI (Y)Y, =NJW,, (x,y)eQ,

i1 '

N, (5)
PYGY) =D NJ(x Y)W, =NT¥,, (xY)eQ,

i=1

donde los subindices a y m corresponden a las regiones de aire y material absorbente,
respectivamente. En general, N(X, y) es una funcién de forma global, N, y N, contienen las
funciones de forma nodales de los subdominios correspondientes en forma vectorial mientras
que N, y N, representan el nimero de nodos correspondientes a cada subdominio. A
continuacion, se aplica el método de los residuos ponderados a las ecuaciones (4) y (5) en
combinacion con el teorema de Green y el enfoque de Galerkin [24]. Ademas, se considera que
la pared de la camara exterior es rigida (la velocidad acustica normal es cero), asi como la
impedancia del perforado Z, y la condicién de continuidad de la velocidad normal en esta
superficie. Las ecuaciones de EF son

[ VIN,UNLAQLY, o+ [ (kS +2Migk, +(1-M? )k )NIN,dOQ{ ¥, } =

_i i oo i (6)
[ Jop, + IMCopik, NIN, AT (¥, )+ [ | 127 Tt IMCo ok, NIN,dT{¥, }
r, Z, r, z,
[ VNN, A, b+ | (I K2 )NIN, 0¥, } =
P P -

> J“’NTN Ariw)-f JwNTN dr{w,}
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Estas ecuaciones permiten el calculo de los nimeros de onda y los modos de presion
mediante la resolucién del problema de autovalores [4], cuya ecuacién se puede escribir en
forma compacta como

[[A]+[B]k, +[C]K? ]{¥} = {0} (8)
donde
[A]{¥ U VINYNdQ+ [ —KININ dQ} +f = JoPo NTNdr ()
—jrpj;)—?N;der{Tm}+{ijp—thN VN, dQ+ [ = mm NN, dQ|{¥, ) (9)

jo 1
—N,N,dT"{¥
JONIN 0T (¥,

p

—j NTN AT (W, +

[BI{¥} = [, 2MININ,d (¥, } - | %N;Nadg{\ra}
jMc p (10)
Po \T
+Irp%NadeQ{‘I’m}

p

[C]{\P}:jga(l—lvl JNIN,dQ{¥ jmp—NTN dQ{¥, ) (11)

2.3. Continuidad de los campos acusticos

El ajuste modal numérico [6] se aplica ahora forzando dos condiciones de continuidad en las
secciones de entrada/salida en los planos A and B (véase Figura 1). La primera condicion
viene dada por la continuidad de presién, siendo la funcion de ponderacion escogida el
autovector asociado a la onda incidente en la seccion de entrada. La segunda condicién es una
relacién cinematica que considera la continuidad de la velocidad acustica axial, donde se ha
escogido como funcién de ponderacién el autovector asociado a la onda incidente en la
cédmara. Las integrales ponderadas se evallan numéricamente tras truncar el nimero de
amplitudes modales incognita en n. Entonces se resuelven las ecuaciones simultaneamente
para hallar las amplitudes modales incégnita, considerando que la amplitud de la onda
incidente en la entrada vale (por ejemplo) la unidad y que la terminacion del silenciador es
anecoica. Finalmente, considerando condiciones de onda plana en los conductos de
entrada/salida, la pérdida de transmision del silenciador se puede obtener como

TL =—-20log|P| (12)

Se proporcionan més detalles en la referencia [6].

3. DISCUSION Y RESULTADOS

La geometria del silenciador bajo estudio consiste en una configuracion de tipo disipativo con
seccién transversal circular, siendo sus dimensiones caracteristicas las que se detallan a
continuacion: radio de los conductos de entrada/salida/perforado R; = 0.0268 m, radio exterior
de la camara R; = 0.091875 m; longitud de los conductos de entrada/salida Li, = 0.1 m, y
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longitud de la camara L. = 0.3 m. El conducto perforado se ha definido mediante las siguientes
propiedades: t = 0.001 m, espesor; d, = 0.0035 m, didametro de los orificios and ¢ = 10 %,
porosidad. La geometria es axisimétrica y por tanto, la malla utilizada en la resolucion del
problema de autovalores en la secion transversal estd compuesta por elementos cuadraticos
unidimensionales con un tamafio aproximado de 0.01 m, lo que permite un célculo preciso de la
pérdida de transmision en el rango de frecuencias de interés. Para modelar el conducto
perforado, se ha considerado la formula de impedancia de Lee e |h [21], considerando que la
superficie perforada esta envuelta por material absorbente [6, 20]. EI comportamiento del
material absorbente (fibra de vidrio E) se ha incluido mediante una caracterizaciéon de dos
parametros similar a la de Delany y Bazley [25], adaptada al material concreto utilizado aqui
[10]. La impedancia caracteristica Zy(r) y el nimero de onda k;,(r) se definen como

Zy(r)=2, (1+0.095( o R(r)) % ~/0.169(pof /R (r))m,sn) 13

Ko (1) =k, (1+0.201(p0f/1e(r))*"583 ~j0.220(p, f/R(r))""SSS) (14)

donde f es la frecuencia, Z, es la impedancia caracteristica del aire (definida como Zy = poCo)
y R(r) es la resistividad del material absorbente que se puede calcular en cada punto de
integracion de la malla de EF mediante la formula de Christie [17]:

i 22

ref

donde T, es la temperatura de referencia a la cual la resistividad es conocida. En el
presente estudio, se ha considerado fibra E, cuya resistividad de referencia es R, = 30716
rayl/m para T, = 25 °C. La Tabla 1 muestra los valores de temperatura considerados para la
obtencidn de los coeficientes que definen los distintos campos de temperatura, definidos en
este trabajo mediante una funciéon polinémica cuadratica T(r) = To + T, r + T, r’. Esta
definicion se ajusta satisfactoriamente a la funcién logaritmica que caracteriza la transmisién
de calor en un conducto cilindrico [26].

3.1. Validacién de método

30

TL (dB)

0

0 400 800 1200 1600 2000 2400 2800 3200

Figura 2 - TL del silenciador disipativo con M = 0.1: —, Caso Al, Formulacién 3D EF; ---,
idem, ajuste modal; —, Caso A2, Formulacion 3D EF; ---, idem, ajuste modal.
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La Figura 2 muestra la comparacion de los resultados obtenidos con el presente método y los
resultados calculados utilizando una formulaciéon completa 3D de EF. En ambos casos, se ha
considerado un nimero de Mach de M = 0.1. Para el modelo completo de elementos finitos
multidimensional, el campo de temperatura se ha definido como T(r,z) =To+ Ty z+ T r+ Ts
zr+T4zr*+ Tsr% lo que permite tanto variaciones axiales como radiales de temperatura.
Por lo tanto, se requiere un mayor nimero de puntos para su definicion (detallados en la
Tabla 1). Como se puede observar, los resultados obtenidos con ambos métodos presentan
una excelente concordancia, con curvas de atenuacién superpuestas. Se obtiene menor
atenuacion cuando el salto de temperaturas es mayor en el interior del silenciador [10]. Esto
puede ser debido a la elevada resistividad de la fibra E, que se incrementa con la
temperatura media de la cdmara.

Tabla 1 - Distribuciones de temperatura.
Temperatura Temperatura Temperatura radio Temperatura radio Temperatura radio

Caso

entrada (°C) salida (°C) interno R (°C) medio (°C) externo R¢ (°C)
T To Tint (Entrada / Salida) |Tmed(Entrada/SaIida) Text (Entrada / Salida)
Al 250 250 250/ 250 185.48/185.48 150/ 150
A2 400 400 400 / 400 270.96 / 270.96 200/ 200
B1 300 200 300/ 200 235.48 /135.48 200/ 100
B2 500 300 500 /300 370.96 /170.96 300/100

3.2. Efecto de la variacion radial de la temperatura

En esta seccion, se presenta una comparacion entre los resultados obtenidos con una
formulacién completa 3D de EF con los obtenidos mediante el ajuste modal numérico para un
namero de Mach de M = 0.1. Se han obtenido resultados de atenuacién, por un lado, para
distribuciones de temperatura que consideran tanto variacion axial como radial de
temperatura en el silenciador (casos B1 y B2 de la Tabla 1), mediante la formulacion 3D de
EF propuesta por Denia et al. [10]. Por otra parte, se ha obtenido una distribucién
aproximada de temperaturas promediando el gradiente axial de temperaturas y manteniendo
el gradiente radial. Esta aproximacion esta basada en el hecho de que la influencia de la
variacion axial en el comportamiento acustico del silenciador es menor que la del efecto
radial [10]. La temperatura en el interior del conducto se ha obtenido promediando las
temperaturas en las secciones de entrada/salida. En la cAmara se ha considerado que
Unicamente existe variacion térmica radial. EI decremento de la temperatura radial en la
camara es igual al considerado en la distribucién de temperatura de la formulaciéon completa

3D de EF.

30

g

=
0 0 460 SbO 1500 1600 2600 24‘100 ZéOO 3200

Frequency (Hz)
Figure 3 - TL del silenciador disipativo M = 0.1: —, Caso Al, ajuste modal; —, Caso B1,
Formulacién 3D EF; ==, Caso A2, ajuste modal; =-=, Caso B2, Formulacién 3D EF.

Como se puede observar en la Figura 3, la atenuacién calculada mediante la distribucion de
temperatura simplificada es bastante similar a la obtenida utilizando el modelo de formulacion
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completa 3D de EF, aunque el TL se sobrestima ligeramente. Esta sobrestimacion es
ligeramente mayor a medida que el gradiente axial de temperatura aumenta. El valor maximo
de la diferencia entre el TL se da entre los casos A2 y B2, al comparar el método presentado
en este trabajo con la formulacion de EF completa, y es de aproximadamente un 5%. Las
ventajas computacionales del ajuste modal numérico en comparacion con el enfoque
completo 3D de EF son, sin embargo, bastante evidentes [6], y probablemente compensan la
sobrestimacion previa en el calculo del TL en algunas aplicaciones practicas. En los ejemplos
anteriores el tiempo de calculo requerido por la formulacion de EF ha sido de
aproximadamente 108.5 s frente a los 3.5 s requeridos por el método de ajuste modal
numeérico.

4. CONCLUSIONES

Se ha desarrollado una técnica numérica computacionalmente eficiente basada en el método
de ajuste modal para estudiar el comportamiento acUstico de silenciadores disipativos
perforados de seccidn transversal arbitraria con gradientes de temperatura en el material
absorbente. Se ha considerado la existencia de flujo medio en el conducto central separado
de la region disipativa mediante una superficie perforada. La principal ventaja del enfoque
propuesto es que reduce considerablemente el tiempo de célculo en comparacién a una
formulacién completa 3D de EF. La técnica combina soluciones axiales y transversales de la
ecuacion de ondas en las diferentes regiones del silenciador. Los modos de presion
transversales y sus correspondiente numeros de onda se han obtenido mediante un analisis
de EF 2D del problema de autovalores de la seccion transversal, considerando gradiente
transversal de temperatura y una version adaptada de la ecuacion de ondas, ya que la
variacion de temperatura conduce a propiedades no homogéneas del material absorbente.
En los casos numéricos bajo estudio, los gradientes de temperatura transversales tienen mas
influencia en el comportamiento acustico del silenciador que los axiales. Asi pues, se ha
considerado una distribucién axial de temperatura uniforme, cuyo valor es el promedio de las
temperaturas en las secciones de entrada/salida, mientras que se ha considerado el
gradiente transversal en la formulacién. Para mantener la eficiencia numérica del enfoque, se
ha aplicado la misma consideracién axial en el flujo medio. Entonces, a partir de la
continuidad de la presion acustica y de la velocidad acustica axial en las discontinuidades
geométricas y aplicando el método del ajuste modal, se obtienen las amplitudes de onda
modales en la cdmara y los conductos de entrada/salida. Este enfoque muestra buena
concordancia con los resultados obtenidos por la formulacion completa 3D de EF con menor
coste computacional. A pesar del hecho de que este método puede sobrestimar ligeramente
la atenuacion, es mucho mas eficiente desde un punto de vista computacional.
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