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ABSTRACT 
 
In this work, a computationally efficient numerical technique for the modeling and analysis of the 
acoustical behaviour of dissipative silencers with transversal thermal gradients within the 
absorbent material is presented. This technique is based on the combination of the finite 
element method (FEM) with the mode matching technique in its numerical version. The silencer 
is composed of a perforated central duct carrying mean flow, surrounded by an outer chamber 
containing the dissipative fibre. The eigenvalues related to the cross section and their 
associated eigenvectors are obtained by means of a 2D FE problem. The axial coupling of the 
acoustic wave equation solutions is carried out with a low computational effort through the 
continuity of the acoustic fields (pressure and axial velocity) based on the numerical mode 
matching technique. 
 
RESUMEN 
 
En este trabajo, se presenta una técnica numérica computacionalmente eficiente para el 
modelado y análisis del comportamiento acústico de silenciadores disipativos con gradientes de 
temperatura transversales en el material absorbente. Dicha técnica está basada en la 
combinación del método de elementos finitos (MEF) con la técnica de ajuste modal en su 
versión numérica. El silenciador está formado por un conducto perforado central que canaliza el 
flujo medio, rodeado de una cámara exterior que contiene la fibra fonoabsorbente. Mediante el 
MEF se obtienen los autovalores y autovectores asociados a la sección transversal (problema 
2D). El acoplamiento axial de las soluciones de la ecuación de ondas en los diferentes 
conductos se lleva a cabo con un bajo coste computacional mediante las ecuaciones de 
continuidad de los campos acústicos (presión y velocidad axial) en base a la técnica de ajuste 
modal numérico. 
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1. INTRODUCCIÓN 

 
Los silenciadores disipativos han sido ampliamente utilizados en el campo de la automoción 
debido a su gran eficiencia en el rango de medias-altas frecuencias. Una revisión 
bibliográfica de los artículos publicados en los últimos años muestra el auge de las técnicas 
multidimensionales [1-7] frente a las unidimensionales, debido a su mayor precisión en el 
rango de frecuencias de funcionamiento del silenciador. De entre las técnicas 
multidimensionales cabe destacar el método de los elementos finitos (MEF), ya que presenta 
un gran versatilidad cuando la geometría del silenciador es compleja [4, 5], cuando se 
consideran condiciones de funcionamiento más realistas, como la presencia de flujo medio y 
propiedades heterogéneas del material absorbente [8, 9] así como variaciones de 
temperatura [10]. No obstante, estas técnicas numéricas presentan la desventaja de ser 
computacionalmente costosas cuando el número de grados de libertad considerado es 
elevado. Para evitar este problema en silenciadores con sección transversal arbitraria pero 
axialmente uniforme, Kirby [4, 6] obtuvo los números de onda asociados a la sección 
transversal del silenciador y los modos de presión correspondientes utilizando un modelo de 
EF 2D. Esta solución del problema de autovalores se combinó con el método de colocación 
puntual [4] y, en un trabajo posterior, con la técnica de ajuste modal [6] para obtener las 
amplitudes de presión correspondientes a las distintas regiones del silenciador, considerando 
la condición de continuidad de los campos de presión y velocidad acústica axial en  los 
cambios geométricos. Aunque estos enfoques traen consigo una considerable reducción del 
coste computacional, se han de tener en cuenta algunas cuestiones numéricas, como las que 
aparecen en la literatura [4, 11, 12] asociadas al método de colocación puntual, donde las 
predicciones son muy sensibles a la geometría del silenciador, así como a la malla de puntos 
de colocación utilizada. 

 

Las variaciones de temperatura en el interior del silenciador pueden alcanzar, en algunas 
configuraciones, valores de alrededor de 200ºC en dirección axial [13] y de más de 100ºC en 
dirección radial [14]. La distribución de temperatura puede afectar considerablemente al 
comportamiento acústico del silenciador. Varios autores han estudiado como influyen dichos  
gradientes en la atenuación acústica del silenciador. Kim et al. [15] aplicaron un enfoque 
analítico multidimensional a algunas configuraciones de tipo reactivo considerando variación 
axial de temperatura y flujo medio. En este trabajo, para modelar al efecto acústico de la 
temperatura, se dividió el silenciador en segmentos de temperatura uniforme, obteniendo los 
campos acústicos en cada segmento mediante las correspondientes condiciones de 
continuidad. Wang et al. [16] combinaron un procedimiento de segmentación con el método 
de los elementos de contorno (MEC) considerando flujo uniforme y gradientes de 
temperatura axiales lineales. Denia et al. [10] consideraron tanto gradientes axiales como 
radiales en una configuración de tipo disipativo en presencia de flujo medio. Como se 
demostró en este trabajo, el impacto de los gradientes axiales en el comportamiento acústico 
de los silenciadores disipativos no es tan relevante como el de los radiales; este es el motivo 
por el cual en la presente investigación únicamente se consideran gradientes radiales 
mientras que axialmente se asume una temperatura uniforme, tanto en el conducto central 
como en la cámara disipativa, siendo su valor el promedio de las temperaturas en las 
secciones de entrada y salida. Debido a que los gradientes térmicos transversales presentan 
una gran influencia en la atenuación acústica del silenciador [10], en este trabajo se han 
tenido en cuenta siguiendo un enfoque que permite la consideración de propiedades 
variables en la sección transversal del silenciador. Ya que los gradientes térmicos afectan a 
las propiedades acústicas del medio de propagación [10, 17-19], y consecuentemente a la 
impedancia acústica de la superficie perforada [20-23], las técnicas utilizadas para 
caracterizar silenciadores disipativos en general han sido numéricas, debido a la complejidad 
de los cálculos requeridos. Este hecho supone un elevado coste computacional, y con el fin 
de evitar esta desventaja, en este trabajo se presenta una extensión del enfoque propuesto 
por Kirby [6] aplicado a silenciadores con propiedades variables en la sección transversal. Se 
combina un problema acústico en 2D modelado con el MEF con la técnica de ajuste modal, 
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permitiendo la caracterización acústica de silenciadores con sección transversal arbitraria, e 
incluyendo tanto gradientes térmicos transversales como flujo medio. Este método ha 
resultado ser una herramienta de modelado computacionalmente eficiente. 

 

 

 

2. FORMULACIÓN DEL PROBLEMA ACÚSTICO Y ENFOQUE MATEMÁTICO 
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Figura 1 – Geometría del silenciador. 

 

La geometría de la configuración bajo estudio (con sección transversal arbitraria pero 
uniforme axialmente) se muestra en la Figura 1. El silenciador está formado por un conducto 

central que canaliza el flujo medio, rodeado de una cámara exterior (de longitud Lc) que 

contiene material absorbente. En la cámara la temperatura presenta variaciones 
transversales, mientras que se asume que es axialmente uniforme, con un valor constante 
calculado como el promedo entre las temperaturas en las secciones de entrada y salida. El 

material absorbente y la región de aire se denotan como Ωm y Ωa, respectivamente, mientras 

que las superficies de contorno son Γm y Γa. En el interior de la superficie perforada Γp el 

medio de propagación es aire, siendo sus propiedades más relevantes la densidad ρ0 y la 

velocidad del sonido c0. En Ωm las propiedades del material absorbente se denotan como 

ρm(x, y) y cm(x, y), ambas complejas y dependientes tanto de la frecuencia como de las 

coordenadas en la sección transversal. Los tubos de entrada y salida son iguales y presentan 
una sección transversal uniforme (denotados como 1 y 3 respectivamente). 

En primer lugar, se requiere el cálculo de los autovalores (números de onda) y los 
autovectores (modos de presión) correspondientes a cada sección (conductos de 
entrada/salida y cámara) [4, 6]. Ya que la evaluación de los autovalores y autovectores 
asociados a los conductos de entrada/salida es directa [1], únicamente se presenta el 
problema de autovalores asociado a la cámara. Posteriormente, se combinan las condiciones 
de continuidad de presión y velocidad acústica axial con un ajuste modal numérico para 
obtener la solución completa del campo acústico en el interior del silenciador y su 
comportamiento acústico mediante la pérdida de transmisión [6]. 
 
2.1. Ecuaciones acústicas 
 
La propagación del sonido en el aire, asumiendo comportamiento armónico, se rige por [1, 4]  
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siendo pa2 la amplitud compleja de la presión acústica y k0 = ω / c0 el número de onda (donde 

ω es la frecuencia angular). La ecuación en el material absorbente se puede escribir como [9] 
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siendo pm la amplitud de presión acústica y km = ω / cm el número de onda asociado al 

material absorbente. 

 

La sección transversal es uniforme y, por tanto, aplicando el método de separación de variables 
se obtiene 
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donde Ψ
xy

 es el modo de presión transversal y kz es el número de onda axial. Ahora, la 

combinación de las ecuaciones (3) con (1) y (2) proporciona 
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donde el subíndice 2 en el aire se ha omitido por simplicidad de las ecuaciones. 
 
2.2. Enfoque según el MEF y problema de autovalores 
 
En la sección transversal del silenciador, la presión acústica se puede aproximar mediante 
funciones de prueba como sigue [24]  
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donde los subíndices a y m corresponden a las regiones de aire y material absorbente, 

respectivamente. En general, N(x, y) es una función de forma global, Na y Nm contienen las 

funciones de forma nodales de los subdominios correspondientes en forma vectorial mientras 

que Na y Nm representan el número de nodos correspondientes a cada subdominio. A 

continuación, se aplica el método de los residuos ponderados a las ecuaciones (4) y (5) en 
combinación con el teorema de Green y el enfoque de Galerkin [24]. Además, se considera que 
la pared de la cámara exterior es rígida (la velocidad acústica normal es cero), así como la 

impedancia del perforado Zp y la condición de continuidad de la velocidad normal en esta 

superficie. Las ecuaciones de EF son 
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Estas ecuaciones permiten el cálculo de los números de onda y los modos de presión 
mediante la resolución del problema de autovalores [4], cuya ecuación se puede escribir en 
forma compacta como 
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donde 
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2.3. Continuidad de los campos acústicos 
 
El ajuste modal numérico [6] se aplica ahora forzando dos condiciones de continuidad en las 

secciones de entrada/salida en los planos A and B (véase Figura 1). La primera condición  

viene dada por la continuidad de presión, siendo la función de ponderación escogida el 
autovector asociado a la onda incidente en la sección de entrada. La segunda condición es una 
relación cinemática que considera la continuidad de la velocidad acústica axial, donde se ha 
escogido como función de ponderación el autovector asociado a la onda incidente en la 
cámara. Las integrales ponderadas se evalúan numéricamente tras truncar el número de 

amplitudes modales incógnita en n. Entonces se resuelven las ecuaciones simultáneamente 

para hallar las amplitudes modales incógnita, considerando que la amplitud de la onda 
incidente en la entrada vale (por ejemplo) la unidad y que la terminación del silenciador es 
anecoica. Finalmente, considerando condiciones de onda plana en los conductos de 
entrada/salida, la pérdida de transmisión del silenciador se puede obtener como 
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Se proporcionan más detalles en la referencia [6]. 

 

 

 
3. DISCUSIÓN Y RESULTADOS 
 
La geometría del silenciador bajo estudio consiste en una configuración de tipo disipativo con 
sección transversal circular, siendo sus dimensiones características las que se detallan a 

continuación: radio de los conductos de entrada/salida/perforado R1 = 0.0268 m, radio exterior 

de la cámara Rc = 0.091875 m; longitud de los conductos de entrada/salida Li,o = 0.1 m, y 
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longitud de la cámara Lc = 0.3 m. El conducto perforado se ha definido mediante las siguientes 

propiedades: t = 0.001 m, espesor; dh = 0.0035 m, diámetro de los orificios and σ = 10 %, 

porosidad. La geometría es axisimétrica y por tanto, la malla utilizada en la resolución del 
problema de autovalores en la seción transversal está compuesta por elementos cuadráticos 
unidimensionales con un tamaño aproximado de 0.01 m, lo que permite un cálculo preciso de la 
pérdida de transmisión en el rango de frecuencias de interés. Para modelar el conducto 
perforado, se ha considerado la fórmula de impedancia de Lee e Ih [21], considerando que la 
superficie perforada está envuelta por material absorbente [6, 20]. El comportamiento del 
material absorbente (fibra de vidrio E) se ha incluido mediante una caracterización de dos 
parámetros similar a la de Delany y Bazley [25], adaptada al material concreto utilizado aquí 

[10]. La impedancia característica Zm(r) y el número de onda km(r) se definen como 
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donde f es la frecuencia, Z0 es la impedancia característica del aire (definida como Z0 = ρ0c0) 

y R(r) es la resistividad del material absorbente que se puede calcular en cada punto de 

integración de la malla de EF mediante la fórmula de Christie [17]: 
 

     
 

0 6

273 15

273 15

.

ref

ref

T r .
R T r R T

T .

 
    

 (15) 

 

donde Tref es la temperatura de referencia a la cual la resistividad es conocida. En el 

presente estudio, se ha considerado fibra E, cuya resistividad de referencia es Rref = 30716 

rayl/m para Tref = 25 ºC. La Tabla 1 muestra los valores de temperatura considerados para la 

obtención de los coeficientes que definen los distintos campos de temperatura, definidos en 

este trabajo mediante una función polinómica cuadrática T(r) = T0 + T1 r + T2 r
2
. Esta 

definición se ajusta satisfactoriamente a la función logarítmica que caracteriza la transmisión 
de calor en un conducto cilíndrico [26]. 
 

3.1. Validación de método 
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Figura 2 - TL del silenciador disipativo con M = 0.1: ──, Caso A1, Formulación 3D EF; ···, 
ídem, ajuste modal; ──, Caso A2, Formulación 3D EF; ---, ídem, ajuste modal. 
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La Figura 2 muestra la comparación de los resultados obtenidos con el presente método y los 
resultados calculados utilizando una formulación completa 3D de EF. En ambos casos, se ha 

considerado un número de Mach de M = 0.1. Para el modelo completo de elementos finitos 

multidimensional, el campo de temperatura se ha definido como T(r, z) = T0 + T1 z + T2 r + T3 

z r + T4 z r
2 

+ T5 r
2
, lo que permite tanto variaciones axiales como radiales de temperatura. 

Por lo tanto, se requiere un mayor número de puntos para su definición (detallados en la 
Tabla 1). Como se puede observar, los resultados obtenidos con ambos métodos presentan 
una excelente concordancia, con curvas de atenuación superpuestas. Se obtiene menor 
atenuación cuando el salto de temperaturas es mayor en el interior del silenciador [10]. Esto 
puede ser debido a la elevada resistividad de la fibra E, que se incrementa con la 
temperatura media de la cámara. 

Tabla 1 - Distribuciones de temperatura. 

Caso 
Temperatura  
entrada (ºC) 

Temperatura  
salida (ºC) 

Temperatura radio 
interno R1 (ºC) 

Temperatura radio 
medio (ºC) 

Temperatura radio 
externo Rc (ºC) 

 Ti To Tint (Entrada / Salida) Tmed (Entrada / Salida) Text (Entrada / Salida) 

A1 250 250 250 / 250 185.48 / 185.48 150 / 150 
A2 400 400 400 / 400 270.96 / 270.96 200 / 200 
B1 300 200 300 / 200 235.48 / 135.48 200 / 100 
B2 500 300 500 / 300 370.96 / 170.96 300 / 100 

 
3.2. Efecto de la variación radial de la temperatura 
 
En esta sección, se presenta una comparación entre los resultados obtenidos con una 
formulación completa 3D de EF con los obtenidos mediante el ajuste modal numérico para un 

número de Mach de M = 0.1. Se han obtenido resultados de atenuación, por un lado, para 

distribuciones de temperatura que consideran tanto variación axial como radial de 
temperatura en el silenciador (casos B1 y B2 de la Tabla 1), mediante la formulación 3D de 
EF propuesta por Denia et al. [10]. Por otra parte, se ha obtenido una distribución 
aproximada de temperaturas promediando el gradiente axial de temperaturas y manteniendo 
el gradiente radial. Esta aproximación está basada en el hecho de que la influencia de la 
variación axial en el comportamiento acústico del silenciador es menor que la del efecto 
radial [10]. La temperatura en el interior del conducto se ha obtenido promediando las 
temperaturas en las secciones de entrada/salida. En la cámara se ha considerado que 
únicamente existe variación térmica radial. El decremento de la temperatura radial en la 
cámara es igual al considerado en la distribución de temperatura de la formulación completa 
3D de EF.  
 .
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Figure 3 - TL del silenciador disipativo M = 0.1: ──, Caso A1, ajuste modal; ──, Caso B1, 

Formulación 3D EF; −−, Caso A2, ajuste modal; −−, Caso B2, Formulación 3D EF. 

 
Como se puede observar en la Figura 3, la atenuación calculada mediante la distribución de 
temperatura simplificada es bastante similar a la obtenida utilizando el modelo de formulación 
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completa 3D de EF, aunque el TL se sobrestima ligeramente. Esta sobrestimación es 

ligeramente mayor a medida que el gradiente axial de temperatura aumenta. El valor máximo 

de la diferencia entre el TL se da entre los casos A2 y B2, al comparar el método presentado 

en este trabajo con la formulación de EF completa, y es de aproximadamente un 5%. Las 
ventajas computacionales del ajuste modal numérico en comparación con el enfoque 
completo 3D de EF son, sin embargo, bastante evidentes [6], y probablemente compensan la 

sobrestimación previa en el cálculo del TL en algunas aplicaciones prácticas. En los ejemplos 

anteriores el tiempo de cálculo requerido por la formulación de EF ha sido de 
aproximadamente 108.5 s frente a los 3.5 s requeridos por el método de ajuste modal 
numérico. 
 
 
 
4. CONCLUSIONES 
 
Se ha desarrollado una técnica numérica computacionalmente eficiente basada en el método 
de ajuste modal para estudiar el comportamiento acústico de silenciadores disipativos 
perforados de sección transversal arbitraria con gradientes de temperatura en el material 
absorbente. Se ha considerado la existencia de flujo medio en el conducto central separado 
de la región disipativa mediante una superficie perforada. La principal ventaja del enfoque 
propuesto es que reduce considerablemente el tiempo de cálculo en comparación a una 
formulación completa 3D de EF. La técnica combina soluciones axiales y transversales de la 
ecuación de ondas en las diferentes regiones del silenciador. Los modos de presión 
transversales y sus correspondiente números de onda se han obtenido mediante un análisis 
de EF 2D del problema de autovalores de la sección transversal, considerando gradiente 
transversal de temperatura y una versión adaptada de la ecuación de ondas, ya que la 
variación de temperatura conduce a propiedades no homogéneas del material absorbente. 
En los casos numéricos bajo estudio, los gradientes de temperatura transversales tienen más 
influencia en el comportamiento acústico del silenciador que los axiales. Así pues, se ha 
considerado una distribución axial de temperatura uniforme, cuyo valor es el promedio de las 
temperaturas en las secciones de entrada/salida, mientras que se ha considerado el 
gradiente transversal en la formulación. Para mantener la eficiencia numérica del enfoque, se 
ha aplicado la misma consideración axial en el flujo medio. Entonces, a partir de la 
continuidad de la presión acústica y de la velocidad acústica axial en las discontinuidades 
geométricas y aplicando el método del ajuste modal, se obtienen las amplitudes de onda 
modales en la cámara y los conductos de entrada/salida. Este enfoque muestra buena 
concordancia con los resultados obtenidos por la formulación completa 3D de EF con menor 
coste computacional. A pesar del hecho de que este método puede sobrestimar ligeramente 
la atenuación, es mucho más eficiente desde un punto de vista computacional. 
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